Matematica

1. Seja M uma matriz real 2x2. Defina uma fungfio f na qual cada elemento da matriz se desloca

b
para a posicio seguinte no sentido hordrio, ou seja, se M=[a d]' implica que
| vl

fiM)= [; i] Encontre todas as matrizes simétricas 2x2 reais na qual M 2= f(M).

Resolugéo:
4 . a b

Se M € simétrica, entio M = ;
b d

Dessa forma, se queremos M?= F(M):
a?+b’=b (i)

a bifa b_b a - ab+bd=a (ii)

b d)lb d) ld b ab+bd=d (i)
b’ +d>=b (iv)

(ii) e (iii) = a=d

a’+b’=b (I

Portanto, basta resolver:
2ab=a (IT)

1
I =0 b=—
() = a ou 5

e Sea=0=b=0ou b=l

Portanto: M=[0 0].M=[0 I],M: ouM=

B = b3 —
ra = ta|—
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2. Resolva a inequagio, onde x € R.
9,7

e —
(1=axe)

Resolugdo:

Primeiramente, fazendo a condiglio de existéncia, tem-se: 1-y3x+1#0 e 3x+120, o que implica

x#0e xz—l,
3

Agora, pode-se fazer:

9x (34D’
(A=PBx+1)? (1+DBx+1)

1+43x+1<-2
= (1+3x+1)>4=10u
1+3x+1>2

Como v3x+120, tem-se que 1++/3x +1 < -2 niio convém. Portanto:

1+43x+1> 2= 3Ix+1>1=x>0
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3. Resolva o sistema de equagdes, onde xe Reye R.
log; (log ;3 x)—log s (log; y) =1

[}_%,r;)z 343

Resolugdo:

Condigdo de existéncia:

x>0
y=>0
log x>0=x>1
log;y>0=y>1
2

(1 [lo800g3 x)~logs oy 2 =1 .ﬂg{'ﬂs#xg]zi

2 = (Iug;y)'
(n logs| y*-x? [=143 2

(II) [log; y* +logs x* =143

(D) [logy x* =3-(log; y)*

= ] 2
(I1y | 2log; y-t-alogj x"=143

Substituindo (I) em (II), tem-se:
(1) 2log, y+(log; y)* =143
Tomando log; y=k:
k =11

k% +2k-143=0

{kz =-13 (nfio satisfaz a condigfio de existéncia)
Portanto, log; y=11=> y=3"
Substituindo o valor encontrado em (I):

2 363

(1) log; x> =3(log,3") = log; x* =3.121=> x =32

363
Portanto, o conjunto solugio ¢: | S= ‘[3 2 3! ]}
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4, Classifique o sistema abaixo como determinado, possivel indeterminado e impossivel de acordo
com os valores reais de m.
(m=2)x+2y-z=m+1
2x+my+2z =m*+2
2mx+2(m+1)y+(m+1)z=m*+3

Resolugéo:

m-2 2 -1
Para que o sistema seja determinado, precisamos que D=| 2 m 2 |=m*-3m’+2m
2m  2m+2 m+l
seja diferente de zero, ou seja, m#0, m#1le m#2,
+ Agora, se m =0, tem-se:
“2x+2y-z=1 [-2x+2y-z=1
2x+0y+22=2~:2y+z=3 = Possivel indeterminado
Ox+2y+z=3 0x+0y+0z=0
= Sem =1, tem-se:
-Xx+2y-z=2 —X+2y-z=2
2x+y+22=3 ~45y=7 => Sistema € impossivel
2x+4dy+2z=4 |0x+0y+0z=2
* Sem=2, tem-se:
Ox+2y-2z=3 x+y+z=3
12x+2y42z=6 ~42y—z=3 => Sistema € impossivel
|4x+6y+3z=11 |Ox+0y+0z=4

SPDem=z0,m#lem#2
Portanto: | {SPl<m=10
Slem=loum=2
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3. Sejam os complexos = = a + bi e w = 47 + ci, tais que z* + w = 0. Determine o valor de a, b e c,
sabendo que esses niimeros sio inteiros e positivos.

Resolugio:

Como z = a + bi, entiio:

z’=[a3-3ab2)+(3a2b-b3]i )

Assim, temos, da equagio dada:
P=w=2=47-ci
Por (I):

(a®~3ab?)+(3a%b—b’ )i =47 —ci

Comparando as partes reais e imagindrias:
a’ —3ab® =47 (1)
3atb-b'=-c (2)
Da equagdo (1):
a(a2 -3b2): —47 — Como a,b EZl,emio aj47.
Daia=1oua=47.
Testando as solugdes:
i) Paraa=1
(17 -36%)=—47 = 3" =48> b=4
Substituindo em (2): 3-17-4 -4’ =—c=>¢c=52

ii) Paraa=47
47(477 =367 ) =-47 =3 -47° =1 b’ =

@ =>beZ).
Assim, para a = 47 nfio ha solugfio nos inteiros.

Dessa forma, a tnica solugio é:

a=1 b=4 ¢=52
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B. Um tridngulo ABC tem o seu vértice A na origem do sistema cartesiano, seu baricentro é o
ponto D(3,2) e seu circuncentro é o ponto E(55/18,5/6). Determine:
= aequagio da circunferéncia circunscrita ao trifingulo ABC;
* as coordenadas dos vértices B e C.

Resolugdo:

D(3.2)

A(0,0)

a) Sendo R o raio da circunferéncia circunscrita, tem-se:

i 4 2
i [g_o] +(i—0] _ [Fz0
18 6 324

Logo, a equacdo da circunferéncia circunscrita ao tringulo é:
-] 2
55 5 3250
-] | y==| ==—"— 1
(x 18) [y 6] 324 ®

b) Seja M o ponto médio de BC. Como D = (3,2) ¢é o baricentro do AABC e A, D e M estio

alinhados na mediana AM, com DM = %ID tem-se:

1— 1 9
=D+— =(3, 2)+—=(3-0, 2-0)=| =,

Areta EM € mediatriz de BC. Portanto, m== =—;=; =-E
B 5 3

BM =-=3

i

55_9

18 2

Como M=(§. 3] pertence i reta BC, a equagdo de BC ¢ dada por
2 9 2
A== x| & y==Zx46 (2
y 3[" 2] y 3 X (2)

Dado que B e C pertencem & circunferéncia e a reta E(f, substituindo (2) em (1), tem-se:

( 55]2 [2 s]"' 3250
A== | #|—=x+b-=| =0+ &
18 3 6 324

13 2 117 8424

—
9 9 324
x=3 ou x=6.

Substituindo na equagiio da reta BC:

X=3 = y:—§-3+6:4

x=6 = y:—%-6+6:2

Portanto, os vértices B e C t2m coordenadas | (3, 4)e (6, 2) |
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COSX  Senx :
1L se +——=—1, calcule o valor 5.
cosy seny
S= 3cosy+cos3y+35eny—sen3y
Cosx senx
Resolugao:
B + -
De COSX +SBI‘IX =_], fonse: SENY-COSX +SENX-COSY -1
cosy seny SENY-COSY

sen(x+y)=-seny-cosy (I)
sen(x+y)= —%-seﬂ(Zy) (1)
3seny —sen(3y) :4senly

, tem-se que . portanto:
3cosy+cos(3y)= 4cos’ ¥

3y)=3seny-4sen’
Das identidades{ *"0Y) =25 Y= 4seny
cos(3y)=4cos” y-3cosy

§= 3cosy +cos(3y) . 3seny—sen(3y) i 4cos’ L 4se113y o 4senx-cos’ y+4sen3y-r.‘usx
COSX Senx COsSX senx SENX-COSX

Sendo N a expressiio no numerador de S, tem-se:

N =4senx-cosy-cos> y+4sen’y-sen y-cosx

Da relagdio fundamental da trigonometria:

N =4senx-cosy(l -—senzy)+4(l —cos” ¥)-seny-cosx

N =4senx-cos y—4sen x-cosy- senzjr +4seny-cos x~4ooszy-sen y-COSX
N=4(senx-cosy+seny-cosx)—4seny-cosy-(cosx-cosy+senx-seny)
N=4sen(x+y)—4seny-cosy-cos(x—y)

Entdo, da relagdo (1), tem-se:

N =4sen(x+y)+4-sen(x +y)-cos(x —y)

Da relagdo (II) e das relagdes de prostaferese, tem-se:

N ==2sen(2y)+ 2sen(2x) + 2sen(2y) = 2sen(2x)

Waiin, 5= 2-sen(2x) :2v2-senxvcosx_ Bt

SENX-COSX SENX-COSX
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8. sejaa=1{1234).
* Quantas fungdes de A para A tém exatamente 2 elementos em seu conjunto imagem?
* Entre as 256 fungdes de A para A, sorteiam-se as fungdes f e g, podendo haver repetigio.
Qual a probabilidade da fungio composta f = g ser uma fungfio constante?

Resolugao:

* Para responder quantas fungbes [ :A — A tém n(Im ;) = 2, pode-se dividir o problema em
duas partes:

~ Escolher os dois elementos: Caz possibilidades;

— Distribuir os dois elementos como imagens de {1,23.4}:2 -2,

Portanto, haveri C, , -(2* —2) =[ 84 possibilidades

* Para f o g ser constante, é preciso que:
(I)  fseja qualquer e g constante: 256-4 =1.024 pares de fungdes.
(I) Img={ab},a#bes(a)=/(b): 84-4"= 5376 pares de fungdes.
(1) Img={abgc},atb#cta e fla)=f(b)=Ff(c)
Como ha 4 funcdes constantes, 84 fungdes com 2 imagens e 4! = 24 fungdes com 4
imagens, restam 144 fungdes com 3 imagens. Logo, 144-4% =2304 pares de fungdes.

(IV) Img= {1,234} e fé constante: 24-4 =96 pares de fungdes.

-

8800 275
Assim, P=—— = |P=——
256° 2.048
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9. Em um tridngulo ABC, a medida da bissetriz interna AD € a média geométrica entre as
medidas dos segmentos BD e DC, e a medida da mediana AM é a média geométrica entre
o0s lados AB e AC. Os pontos D e M estio sobre o lado BC da medida a. Pede-se determinar os
lados AB e AC do tridngulo ABC em fungio de a.

Resolugao:

Desenhando separadamente cada situagdo, tem-se:
1) Para bissetriz:

¢ b b+c ¢ b+ec_ ¢ ac
— S —=— ==

ab
Anal te,n=——-o (I
nalogamente, n o (I

Pelo teorema de Stewart, tem-se:
b’m+c’n=m-n-a+(mn)-a

De (Del):
b*-ac , c?-ab ac ab ,_ac  ab
+ = —ad A=
(b+c) (b+c) (b+c} b+c (b+c) b+c
a’be 2a’be
blc+e’b="—+—— s be(b+c)=
ZRETE b+c h+ rer (b+ c):>

=222 =(b+c)> = b+e=ay2 (1)

2) Para a mediana:

e

b*+c?—2bc=

(h—c)2=§ = Ib—cl=¥ @)

|5,
)

Assim, das equagdes (1) e (2):
b+c= avr'
5

Ib- cl—a

Supondo b >c, tem-se:

2 32 32 2

Thea(fZ+as) 5 2b=200G = =g o=t
a(\2 2) 58 AR

Portanto: | BC = ﬁ e AB= 2 —al
4 4
Analogamente, se ¢ > b, tem-se: BC= 2 aeAB= ga
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L
1

) R e R, conforme a figura

Y3+l
abaixo. Um plano secante ao cone é tragado de forma que este seja tangente as duas esferas.
Determine em termos de R o maior segmento possivel que une dois pontos da curva formada
pela intersegio do referido plano com o cone.

10. Em um cone equilatero sdo inscritas duas esferas de raios

Resolugao:

O plano tangente &s duas esferas dadas, de centro C1 e Cz e raios r e R, determina uma elipse na sua
interse¢do com o cone. Os focos Fy e F2 da elipse sdo os pontos de tangéncia do plano com as

esferas. O maior segmento possivel que une dois pontos da elipse é o eixo maior AB. Fazendo
AB =2ae F\F2 = 2¢c, tem-se:

;—: =e=2a= %C (1), em que e é a excentricidade da elipse.

Sendo o o dngulo formado entre as geratrizes do cone e o eixo e p o dngulo formado entre o plano e
o eixo, sabe-se que:

cosB @)
cosal
Vamos aos calculos. Tem-se que:
r_3-1
—=2  —ar= J- R
R B3+l (2-5)

Mo cone equilatero, a se¢io meridiana é um tridngulo equilitero, sendo Cz o baricentro. Assim:
VC, =2R
VG, _r VC,
—Ll=— =2- vC 2
VC, R 2R 3= VG =(2-43) 2k
A distincia entre os dois centros é dada por:
C(C; =VC,-VC =2R~(2-3)2R =(V3-1)2R

Transladando o segmento ﬁaté @’. construimos o tridngulo retingulo C,F,’C, com
C,C, =2R(Ji-1)

CoF'=R+r=R+(2-3)R=(3-43)R

CE'=(CC, ) ~(CF) =Ry4-243 =R R(V3-1)

Como FF, //CF’, tem-se C,C\Fy’=p e 2c=FF, =C;F,’=R (V3 -1).

CE R(v’_ -1) 1
C Cz 2R[J'-1] 2
Mo cone equilatero, o dngulo o entre a geratriz e o eixo € o = 30°. Substituindo em (2):

_cos60” 1

Tem-se cosp = =p=60"

cos30° 3
Finalmente, substituindo em (1), obtém-se a distincia pedida:

N
NE]
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